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Logica / 1

Logica / 2

di Paola Liberace

I
logici,sisa,adoranoiparadossi.Soltanto
unlogicomatematicocomeHarveyFrie-
dman (che ha tenuto due conferenze al
dipartimentodiInformaticadell’Univer-
sitàLaSapienzadiRoma)potevadedica-

re ai "teoremi indimostrabili" gran parte della
sua carriera e del suo talento. Che non è poco,
se pensiamo che Friedman a diciotto anni era
professore a Stanford (per questo comparve
nelGuinnessdeiPrimati–youngestProfessor),
e che nel 1984 riceveva il prestigioso "Alan T.
Waterman Award", offerto dalla National
ScienceFoundationalmigliorscienziatostatu-
nitensealdisottodei35anni.

Ma cos’è un "teorema indimostrabile"?
Non fa forse parte della definizione stessa di
"teorema" il fatto di poter essere dimostrato
rigorosamente? Certo che sì, ma una dimo-
strazione parte sempre da certe ipotesi, pre-
messe o assiomi. Quali sono queste ipotesi?
Tutto in matematica – numeri, funzioni, figu-
re geometriche, grafi eccetera – può essere
rappresentato come un insieme. E tutte le di-
mostrazionidellamatematica classicaposso-
no condursi in base a un numero ben circo-
scritto di assiomi che riguardano l’esistenza
di insiemi e le costruzioni possibili con gli in-
siemi. Questi assiomi (una decina!) formano
la cosiddetta Teoria degli insiemi, una specie
diteoriadellateorie,unateoriageneralissima
in cui trovano più che comodamente posto
l’analisi, la geometria, l’algebra e la Teoria dei
numericosì comele conosciamo.

Ora: se scopriamo che un certo enunciato
matematico non può essere dimostrato all’in-
ternodiquestateoria,nondobbiamoragione-
volmentechiamarlo– tout court– unenuncia-
to "indimostrabile"? Se la nostra teoria non è
contraddittoria(eselofossesarebbedabutta-
re!), alloraesistonomoltissimi enunciati indi-
mostrabili: se la teoria dimostra un teorema,

l’oppostodiquel teorema(lasuanegazione)è
indimostrabile.Machesuccedeorasescopria-
moun enunciato indimostrabilee tale chean-
che la sua negazione non è dimostrabile nella
teoria? «Esiste un insieme infinito di numeri
reali che non può essere messo in corrispon-
denzabiunivoca né con i naturali né con i rea-
li»,èsenz’altrounenunciatopuramentemate-
matico: ci stiamo infatti chiedendo quanti so-
no i punti sulla retta reale. Nel 1963 Paul
Cohen dimostra che sia questo enunciato che
la sua negazione (ossia il Problema del conti-
nuo)sonoindimostrabili,eperquestosiaggiu-
dica la Medaglia Fields, il massimo riconosci-
mentoperunmatematico.

Bene, dirà ancora il matematico mainstre-
am(forseoraconunapuntadi invidia!): ilPro-
blemadelcontinuoèunaquestionediinteres-
se puramente teorico; ma siamo ben lontani
dallamatematicadelmainstream,quellavici-
na alle applicazioni, quella che si occupa di
strutture estremamente concrete, e non di
astrazioni degne di palati mistici. Siamo nel
1963,eladomanda:Esistonoveritàindimostra-

bilicheparlanodistruttureconcrete?restaine-
vasa, obbligando il logico e il teorico degli in-
siemiauna imbarazzanteevasività.Oggi, con
la sua monografia di prossima pubblicazione
per Springer – Boolean Relation Theory and
Incompleteness – che raccoglie i risultati di
dieciannidi lavoro,HarveyFriedmanèingra-
do di rispondere positivamente a questa vec-
chiadomanda,editogliereiteoricidall’imba-
razzo.Friedmanhaindividuatoenunciatiche
hanno tutta l’aria di "innocenti" teoremi di
matematicadiscretamachesonoindimostra-
bili dagli assiomi della Teoria degli insiemi.
Naturalmente Friedman è in grado di dimo-
strare l’indimostrabilità dei suoi enunciati
(un altro amabile paradosso). Resta così di-
mostrata l’esistenza di verità matematiche
concrete ma indimostrabili!

C’è dell’altro. Perché Friedman si ostina a
chiamareteoremi isuoienunciati?Ovvio:per-
ché è in grado di darne una dimostrazione! In
unestremo tour de force tecnicoFriedman ha
trovato il modo di dimostrare i suoi enuncia-
ti, ossia di indicarci – tra l’enunciato e la sua

negazione (entrambi indimostrabili) – quale
deidueèvero. Perquestohausato ipotesiche
trascendono quelle della normale Teoria de-
gli insiemi. Si tratta di ipotesi che postulano
l’esistenzadi infinità incredibilmentegrandi,
noteconilnomeunpo’ inquietantedi«Gran-
di Cardinali». Sono ben note agli addetti ai
lavori,maquantodipiùlontanodalmainstre-
am si possa immaginare. I risultati di Fried-
man dimostrano che queste ipotesi sono, in
un certo senso, irrinunciabili, anche per cer-
tepartidellamatematicaconcretaedelmain-
stream.Come cièriuscito? La risposta èsem-
plice. Scherza Friedman (ma non troppo!):
«Sono andato nel futuro e ho riportato indie-
tro, per voi, un esempio di come sarà la mate-
matica tra mille anni». O forse tra duemila.
QualcunopotrebbereagirecomeGordanrea-
gì–secondolavulgata–alladimostrazionedi
unfamoso teoremadi Hilbert: «Questaè teo-
logia, non matematica!». Ma in questo caso
Friedman potrebbe rispondere, con ragione:
«E non potrebbe essere altrimenti».
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di
Armando
Massarenti

di Carola Barbero

S i sente spesso dire che non ser-
vedisperarsitantoperlesfortu-
ne e le disgrazie della vita e che

bisogna prenderla con filosofia. Che
dire allora di un uomo che, nel turbi-
nedellesventure edegli stenti, abbia
appena finito di preparare per le
stampe il secondo volume di un im-
portante lavoro e riceva una lettera
in cui Bertrand Russell lo informa
dellapresenzainessodiunacontrad-
dizione?Sembrerebbe che, inquesto
caso, prenderla con filosofia non fa-
rebbe altro che peggiorare le cose.
Come che sia, l’uomo in questione
nonsi suicidò per la terribile scoper-
ta, ma provò a scrivere una risposta.
Correva l’anno 1902, l’uomo era Got-

tlob Frege, l’opera i Principi dell’arit-
metica e il tentativo di risposta, poi
pubblicato in appendice al secondo
volume,èancoraogginotocomeFre-
ge’s way out.

La risposta non fu risolutiva, però
ci fu. Segno che Frege cadde ma, co-
me molti grandi uomini, cadde in
piedi e con un certo stile, nonostan-
te lacritica diRussell sancisse ilpie-
no fallimento del suo progetto di
fondare la matematica sulla logica.

D’altra parte parliamo di uno dei
maggiori pensatori (a tutto tondo,
come si usava una volta, infatti era
matematico, logico e filosofo) del
XIX secolo, chescrisse a trentun an-
ni la sua opera principale, l’Ideogra-
fia, lacui importanzanellastoriadel-
la logica è stata paragonata a quella

dei Primi analitici di Aristotele.
Tuttavianon di sole teorie vivono

i grandi del pensiero, soprattutto
quandosonoancheprofessori:spes-
so infatti hanno bisogno di studenti
che li seguano, magari che li correg-
gano e che un domani, quando loro
non ci saranno più, portino avanti le
loro idee. Frege ebbe pochissimi al-
lievi (era dura seguirlo mentre scri-
veva formule su formule alla lava-
gna nelle aule dell’Università di
Jena) ma, tra quei pochi, due davve-
ro eccezionali: uno diretto, Rudolf
Carnap, che dedicò tutti i suoi sforzi
a mettere in pratica la lezione impa-
rata dal maestro (ricostruire in filo-
sofianuovisistemiformali),eunoin-
diretto, che non seguiva le sue lezio-
ni, ma che aveva letto i suoi libri e lo

andava a trovare, Ludwig Wittgen-
stein,chericevettedalmaestroman-
cato il preziosoconsiglio, seguitoal-
la lettera in tutte le sue opere, di uti-
lizzare gli esempi nel fare filosofia.

Nelsuobel libroCarloPencopre-
senta questo classico con una rara
semplicità ed eleganza, riuscendo
al contempo a spiegare e a rendere
interessante (non soltanto per gli
addetti ai lavori, il che non è poca
cosa) il pensiero di un autore che,
nel corso di tutta la sua produzio-
ne, non fece altro che approfondi-
re, chiarire, talvolta emendare, con
coerenza e dedizione ammirevoli, i
temipresentati in manieracosìcon-
densata nell’Ideografia (1879), e
poi sviluppati nei Fondamenti del-
l’aritmetica (1884) enei Principi del-
l’aritmetica (1893 e 1903), oltre che
in una serie di altri lavori.

Si tratta di temi importanti che
costituiscono un imprescindibile
punto di partenza e di confronto
per logici e filosofi: la teoria del

concetto come funzione che ha co-
me valori valori di verità, l’introdu-
zionedei quantificatori (cioè di ter-
mini come "tutti" e "qualche") co-
me espressioni funzionali di secon-
do livello, la critica allo psicologi-
smo, la ricerca dei fondamenti della
matematica, e infine l’introduzione
della distinzione tra senso e riferi-
mento, uno degli assi teorici fonda-
mentaliattornoaiquali sisnoderan-
no gli studi di semantica formale
del ’900, da Carnap a Montague.

Nonostante ciò, Frege è ancora
permoltiunautore ilcuiunicomeri-
toèstatoquello diavere tentato, fal-
lendo, di fondare la matematica sul-
la logica. Per alcuni altri è anche co-
lui che ha introdotto la differenza
trariferimentoesenso,doveilriferi-
mento è l’oggetto cui il nome si rife-
risce, mentre il senso è l’aspetto sot-
to il quale l’oggetto viene presenta-
to, ragion per cui "la stella della se-
ra" e "la stella del mattino" hanno
sensi diversi euno stessoriferimen-

to, il pianeta Venere. Ma questo è
davvero troppo poco per un autore
che non solo ha segnato una svolta,
ma che ancora oggi è al centro dei
dibattiti e costituisce una costante
fonte di ispirazione per gli studiosi.
Forse vale la pena provare a cono-
scerlo davvero, magari ripartendo
da Venere – «lo bel pianeto che
d’amar conforta» diceva Dante nel
Purgatorio – al quale ci si può riferi-
re in molti modi e che ha gettato
(senza avere peraltro ancora finito)
cosìtantalucesulleindagini filosofi-
che. Non lasciamoci intimorire dal
professoreseverochescriveformu-
le difficili alla lavagna – that’s his
way,dopotutto–eproviamoadavvi-
cinarci: il librodiCarloPencociaiu-
teràatrovarelastradaeanondemo-
ralizzarci,esoprattuttoanonperde-
re un’ottima occasione per capire.
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1Carlo Penco, «Frege», Carocci, Roma,
pagg. 226,Á16,00.

Ilmagodell’indimostrabile
Harvey Friedman
studia con il massimo
rigore le verità
matematiche
concrete (e utilissime)
di cui però non si ha
una dimostrazione

Vero in tutti
i mondi
possibili

Il Liceo "Arimondi-Eula" di Savigliano, la

Provincia di Cuneo, il Comune di Savigliano

presentano unamattinata di discussione su

«L’uso della logica:nella didattica, nella

sferapubblica, nella vita quotidiana».

L’incontro avrà luogo dalle ore 10presso

l’ex-Convento di Santa Monica, sede della

Facoltà di Scienze della Formazione (polo

diSavigliano) dell’Università diTorino. I

lavori si intendono come preparatori per il

primo Festival di logica che avrà luogo

nell’autunnodel prossimo anno.

IntroduconoGianna Gancia,Presidente

della Provincia di Cuneo, Licia Viscusi,

Assessoreall’Istruzione, cultura, sanitàe

PasqualeIezza, presidedel Liceo

"Arimondi-Eula". Interverrano Carlo

Cellucci (Roma), Franca D’Agostini

(Torino), Marcello Frixione (Genova) e

Armando Massarenti (Il Sole 24 Ore).

«Ilgeniocompreso»èunbel
titoloperunlibrosu«La
filosofiadiSaulKripke»

(Carocci,acuradiAndrea
Borghini,consaggidiAchilleVarzi,
MarcoSantambrogio,Christopher
Hughes).Natonel1940,professore
emeritoaPrinceton,Kripkeèdagli
anni60alcentrodeldibattito
logico,conisuoirisultati
rivoluzionarisulogicamodalee
mondipossibili.Cisonomodidi
riferirsiallecosechecambianoda
mondoamondo.Peresempioseuso
quellacheRussellchiamavauna
«descrizionedifinita»come«il
presidentedegliStatiUniti»,nel
nostromondoattualesappiamo
cheèObama,manelmondodisolo
qualcheannofaavrebbedesignato
Bush.Epossiamoimmaginarealtri
mondi,letterariocinematografici,
incuiè,peresempio,PincoPallo.
Maseusiamoinveceilnome
proprio,Obama,riferendoci
proprioaquell’Obamalì,allorain
tuttiimondipossibiliciriferiremo
sempreallamedesimaentità.È
possibiledimostrarechel’identità
tranomeeoggettoè
necessariamentevera.Kripkeha
ridatovitaall’ideametafisicadi
Leibniz(alungoabbandonata)
«verointutti imondipossibili».
Nonsolo.Ciòvaleancheperigeneri
naturali.Seioscoprochel’acquaè
H2O,necessariamentelosaràin
ognipossibilemondo.Cisonocioè
veritànecessarie«aposteriori».
«Necessità»e«apriori»diKant
noncoincidono.Ciòchescopriamo
sulmondohaspessolapotenzadi
unnomeproprio.Quest’assunto
peròriguardaanchelafinzione
letterariache,benchésiafinta,èda
considerarsivera.Alcunetesi
neurobiologichesottolineano
l’importanza,alivelloevolutivo,
dellaletteraturaedellanarratività
inquantoattivitàcherendonoil
lettorecapacedisimulareinfiniti
mondipossibiliincuiconfrontarsi
conl’esperienzadelvivere.Quando
sileggenonsifuggedallarealtà,il
cervellonecostruisceunanuova.
Unpensieroinpiùdaproporreai
nostrilettoriche,partecipandoal
nostrogioco,sistannoscoprendo
Oulipiani,cioèletteratipotenziali.
Emetafisici.
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«Lasciatevidivertire!».Eral’invito

diduedomenicafaagiocareconle

regoleeconleparolenellostile

Oulipo.Grazie,cari lettori,per i

vostri ircocervi,parole-valigiae

paronomàsie.Continuanoad

arrivarnemoltissimi.Onlinene

trovateunaselezioneinsiemealle

regoledelgiocoeall’articolosu

OulipoeOplepo.Qualcheesempio.

AlbertoMoreni:LENTOMOLOGO=

studiosodi insettipigri; JacopoViti:

PARLAMENTIRE=occupazioneacui

sidedicanoipolitici italiani.

Continuateagiocare!

http://www.ilsole24ore.com/

cultura/domenica.shtml.

Spedirea:

letteratura.potenziale@ilsole

24ore.com(oppure:

a.massarenti@ilsole24ore.com)

ILLUSTRAZIONE DI Guido Scarabottolo

Frege oltre la tragedia degli insiemi

www.raffaellocortina.it

Novità
Christian de Duve
Genetica del
peccato originale
Il peso del passato
sul futuro della vita

Stanislas Dehaene
Il pallino della matematica
Scoprire il genio dei numeri che è in noi

Steven S. Gubser
Il piccolo libro delle stringhe
Un agile viaggio in uno dei campi
più affascinanti della fisica

N. Lesmoir-Gordon,
W. Rood, R. Edney
I frattali a fumetti
Con parole e immagini la scienza è facile

Roger Scruton
Bevo dunque sono
Guida filosofica al vino

William G. Naphy
La rivoluzione protestante
L’altro cristianesimo

Roberta De Monticelli
La questione morale
Corruzione, opportunismo, disonestà:
come siamo giunti a questo?
Esiste una terapia?

Peter Sloterdijk
Devi cambiare
la tua vita
Per salvare il pianeta occorre
migliorare se stessi

Manfred F.R.Kets de Vries
Figure di leader
Le sfide della leadership nei differenti
stadi della vita organizzativa


